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ERREURS D’ARRONDIMENT
DANS LES CALCULS SYSTEMATIQUES

par A. vaN WIINGAARDEN (1)

Il est bien connu que dans les procédés d’itérations, utilisés
dans les machines & calculer modernes & grande vilesse, les
erreurs d’arrondiment peuvent avoir une influence sérieuse sur
le résultat du calcul. 11 est vrai que les calculs a la main n’en
sont pas épargnés et ces erreurs peuvent méme y élre plus dan-
gereuses, puisque l'on a tendance a garder un nombre de déci-
males peu élevé pour s’épargner du lravail, et qu’il est plus aisé
~de doubler la précision des calculs avec une machine & grande
vitesse. Mais, d’un autre cdté, le nombre d’étapes de calcul est
généralement beaucoup plus grand dans une machine a calculer,
el, ceci, enlre beaucoup d’aulres raisons, parce que le mathémati-
cien chargé du programme préfére des procédés simples a exé-
cuter un certain nombre de fois plutét que des procédés compli-
qués qui sont difficiles & programmer. En outre, dans des calculs
4 la main, on fait fréquemment usage de lables de fonclions, alors
que dans une machine a calculer on peul préférer calculer des
fonetions auxiliaires pendant le calecul principal pour réduire le
volume de la mémoire mécanique. En particulier quand ces cal-
culs auxiliaires consistent en la résolution de relalions de récur-
rence ou d’équations différentielles, donl la solution suil le rythme
du probléme principal, larrondiment joue un role imporlant.

Je-me propose d’esquisser quelques traits assez essenliels de
la structure des erreurs d’arrondiment dans les calculs d’itération,
au moyen de l'analyse des procédés parliculiers plutdt simples,
dans laquelle on peut facilement reconnailre cetle structure dans
des calculs plus compliqués.

D’abord je donnerai rapidement une vue d’ensemble sur plu-
sieurs lypes de procédés d’itérations. Ils sont tous semblables en

(1) Mathematiseh Centrum, Amsterdam (Pays-Bas).
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ce qu'un certain cycle de calcul se répéte de nombreuses fois
conséculivement. Ils peuvent élre d'un type homogéne ou non.
En outre, les résultats d’'un certain cycle sont repris ou non dans
le cycle suivant. Ils ne s’y introduisent pas par des procédés comme
la sous-tabulation ou la formalion des différences d’une table
donnée de fonction. Ici 'analyse des erreurs d'arrondiment est
essentiellement celle de la détermination de la distribution de fré-
quence des erreurs de différentes grandeurs. Ils s’introduisent
elfectivement dans le cycle suivant par des procédés comme l'in-
tégration, la résolution d’équations différentielles ou d'équations
aux différences ou d’autres types d’équations fonctionnelles. L'in-
légration el la résolution d'équalions différentielles ou aux diffé-
rences non homogeénes sont de type non homogeéne. Une infor-
mation extérieure s’'introduisant dans les calculs d’une facon
continue. Dans les calculs de lype homogene, la solution se déve-
loppe indépendamment el doit probablement élre plus sérieuse-
ment assujellie aux erreurs spécialement quand existent plusieurs
solutions fondamentales de différents ordres de grandeur, lorsque
le calcul est dit instable.

Certainement, le phénomeéne le plus remarquable dans les
erreurs d’arrondiment est qu’elles paraissent étre dues au hasard.
Ceci crée un « bruit » dont le niveau augmente plus ou moins
rapidement au cours du calcul. Dans les calculs instables, méme
le plus bas niveau de bruit peut éventuellement devenir désas-
treux. Nous retiendrons davaniage notre atlention sur les calculs
stables. Méme la, cependant, des erreurs plutdél graves peuvent
survenir, dues aux effets de non-hasard de l'arrondiment. Deux
espéces importantes sont dues, I'une & des erreurs sur les pa-
ramétres, qui jouent dans les calculs un role et qu'on appelle
erreurs de parameéires, et aulre & la « condensation » de la fone-
tion continue dans une fonction qui prend seulement que des
valeurs disconlinues, ce qu'on pourrait appeler erreurs de conden-
sation.

On peut d’abord préter quelque attentior au bruit. Nous pou-
vons' done ¢tudier la fréquence des erreurs d’arrondiment dans
des combinaisons linéaires de données arrondies, ceci étant un
probléeme {rés important et, en oulre, pas trop compliqué. Par
une définition convenable de toules les opérations numeériques,
ies nombres arrondis peuvent élre pris comme des nombres en-
tiers. On désignera alors par Af la valeur arrondie d'une quantité
et par Bf la partie fraclionnaire, de fagon que [=A[ -+ B/,
Af=0 (mod 1) et |Bf| <% Dans les calculs a la main, il est
d'usage courant et d’'une trés bonne pratique d’éviter Pambiguité



— 987 —

par la définition plus subtile Af=0 (mod 1) et |Bf{ <% ou
Af =0 (mod 2) et | B/ | =1%. Ceci rend en outre Verreur d’arron-
diment symétrique. Dans une machine & calculer on préfére pres-
que toujours pour sa simplicité le sysiéme asymélrique d’arron-
diment, défini par Af =0 (mod 1) et — 3 < B/ <<%. Nous négli-
gerons ici cetle petite variante, et supposerons qu’on utilise un
systeme symétrique d’arrondiment. Elant donné une grande série
de valeurs de la fonction [y, le probleme revient alors & déterminer

n n

/= 2 afr Ce qu’on caleule actuellement est g = Z (Aar) (Af).

k=1 k=1 .
L’erreur est donc ¢ =/ —¢. Il peut se frouver aussi qu’on ait
seulement & caleculer Af. Le calcul donne alors Ag et Uerreur est
P = A/ — Ag. Si le calcul est répété de nombreuses fois sur des
suites différentes de n termes, on peut définir les [réquences v ()
et Q(P) des erreurs. Sous la condition que Bf; ait une distribution
homogene entre — # et 3, el que tous les B/; soient indépendants,
un caleul assez compliqué, néeessitant la transformation de La-
place et des considérations sur la théorie des nombres, fournira
les expressions explicites de v (¢) et Q(P). On peul également traiter
le cas ou Bf; dépend des m valeurs précédentes. Nous avons appli-
qué cette théorie rigoureuse de la microstructure & des problémes
comme ceux des fluctuations dans les différences d'un ordre élevé
de valeurs tabulées de fonclions et des erreurs dans la sous-tabu-
lation.

"Tous ces calculs sont toutefois si compliqués qu’il est tres
désirable de connaitre dans quelles-circonstances des méthodes
d’approximation fourniront des résultats précis quand n est grand,
ce qui est le cas le plus intéressant. Cela est possible parce que
la théorie donne aussi des expressions asymptotiques. A des fins
pratiques, il est important de connallre si la dislribulion est
approximativement normale ou non. Quand les B, sont indépen-
dants el ¢galement répartis, cette distribution est alors asympto-
tiquement normale lorsque :

1
>'5 =0.

n
. O
lim,, 5 o Z
k=1
S’il en est ainsi, la dévialion type o de la distribution normale est
n
1 A P 2 1 S“ aQ S 1 o 1 l
donnée par =1 2 a2, el il est plus que probable que la
=1

n

) (&

k=1

3 2
[25% dr
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valeur du bruit n’excédera pas un petit multiple de . Pour sim-
plifier nous appellerons ¢ le niveau de bruit. I1 n’est en rien évi-
denl que la distribution est asymploliquement normale. Dans le
cas de I'interpolation & un ordre élevé, il n’en est pas ainsi. On
voit ici le danger de calcul trop peu soigné. Quoiqu'en général,
des considérations superficielles fournissent des résultats raison-
nables, elles peuvent cacher des trails essentiels de structure dans
les aulres cas. Supposons que nous effectuions une interpolation
Lagrangienne d'un certain ordre, U'intervalle de la suite f;, étant
fractionné en un nombre ¢levé de parties p bien déterminées, alors,
dans des conditions qui sonl généralement satisfailes, la probabi-
lité Q(0) pour qu'il 0’y ait aucune erreur due & larrondiment est
une fonction tolalement tératologique de p, car elle est discontinue
pour chaque valeur ralionnelle de p. Pour p =0 par exemple,
nous avons visiblement Q{0) =1, alors que pour p lres petit,
nous avons £(6) :mj:.

Jetons maintenant un regard sur les erreurs de paraméire.
Un exemple trés simple est fourni par la relation de récurrence
suivante :°

fn =t /.71~~1~ /lO =1

dont la solution esl visiblement f, = ¢~ en l'absence d'arron-
diment. Maintenant, parlageons les effels d’arrondiment en deux
parts en (enant d’abord comple de 'arrondiment du parametre
e~" mais en supposant en méme temps que pour le reste U'arron-
diment n’a pas lieu. L’erreur qui dans ce cas particulier est intro-
‘duite dans la solution peut &tre appelée erreur de paraméire. Une
autre é¢qualion est résolue, & savoir :

’ _ g g
fn:(Ae h)/n—ly fo="1.
Posons maintenant :
A,\e—]l. — B_"”,
ol :
[ — Rl L.

Soit r, la valeur numérique du dernier chiffre décimal ou binaire,
et soit |9 <—5; on a donec e=" = e¢~* -+ 9r. Pour r ({ h {1 nous

trouvons: I'=h + 9r, et par conséquent la véritable solution,
débarrassée du bruit, est

r

fr = G—n(h—l— 51 (1 —ndy) e,
L'erreur de paramelre est done égale & n9re=r' en admeltant,
naturellement que le caleul est effectué avee un point décimal ou
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binaire fixe. En réalité, a cette solution il se superpose encore
un bruit d’un certain niveau. Gar on calcule en réalité :

fo= AL fua], fo =1

A cause de la linéarité de I'équation, ce nouveau sysleme
d’erreurs d’arrondiment est parfaitement déerit par un systeme
d’erreurs e, produit au k*®we dchelon et se développant ensuite
indépendamment, suivant la méme loi exponentielle que /%, & cela
prés, toutefois, que n doit étre remplacé par n — k. Le bruit total

w

au nitme échelon est done 2 e~ ¢, Si nous négligeons la pe-

' k=1
tite influence de la corrélation existante sur e, le bruit est alors
normalement distribu¢ pour les grandes valeurs de n, et apres
quelques calculs, nous trouvons que le niveau de bruit doit &lre

- done constant.

G —~ —

/24

Un exemple plus compliqué est fourni par une mdéthode pro-
pre & donner les sinus ou cosinus, a savoir les relatlions de récur-
rence

[n=2¢cos h[y_1—[u_o /'(. = (), [1=sin h,
d’ou :
[v» = sin nh, ' ,
On =2COS N (fy_ 1 — (n—ss o =0, 1 =cos h, :
d'ou :

G = cos nh.

Les avantages de-ce procédé sont que, soit le sinus soit le
cosinus peuvent étre calculés. indépendamment, et qu'une multi-
plication seulement est nécessaire. '

A nouveau considérons d’abord la solution sans bruil avec
des erreurs ‘de parameétres. Si nous posons A (2cos h) = 2cos I/,

. 2r
nous avons pour r{ A {1, ' = h {1 4 3) avec 6 = —(—)—,——))— La solu-
. <n=
tion est alors, si, par souci de précision, on remplace nh par x :
=i (4
= ———— sin 3 x
fn =713 ’

gn =cos (1 +3) x4+ hsin (1 +3) 7.
La phase et 'amplitude sont affectées, mais 'une et P'autre sont
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s 1
indépendantes de n. Quand, en outre, 3 ((1; et z ((—, nous avons
[}

les résullats simples :
'a =8N — 3 (sinx — xcos x)
G n=cosx —3rsin x

L’erreur de parameétre est ici, par conséquent, en premiere
approximation, une fonction additive, croissante avec z, et pro-
portionnelle a 3.

Le bruit peut étre analys¢ d'une maniere simple comme dans
l'exemple précédent. On a trouvé que :

2 2 / 3 1

o 1 n+1)sinh—sin (@n +1) h

48 ‘ sin® iy
ce qui donne pour x ({1 :

g

»

g = 3

n\/N
6

et pour 2 )1 :

‘ i

2/6h

Le bruit augmente done rapidement d’abord, mais beaucoup plus
lentement ensuite.

¢ = r.

Au titre de comparaison et aussi comme exemple plus com-
pliqué, nous considérerons un autre procédé de génération des
sinus et cosinus, & savoir :

fu=coshf,_1+sinhg, 1, Jo =0,
d’ott :
fv =sinnh,
= —sinhfu_1+coshg, 1, Jo=1,
d'ou : .

(fn = COS RA.

Iei, le sinus et le cosinus doivent étre calculés simultanément
e, en outre, deux multiplications sont nécessaires pour chacun
d’eux.

Pour déterminer la solution sans bruit avec erreur de para-
metre, c'est-a-dire [%,, ¢'n, nous-devons tenir compte que h a été
mutilé deux fois, de telle sorte qu'on doit introduire deux nou-
veaux parametres définis par cos A = A cos h, et par A” = A sin h.

sin h”

Si nous posons a* = cos? i’ 4 sin? h”, et tg H = nous trou-

cos i’
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vons alors :
fn = a*sin nll
Jn = @ cos nH.
Avee cos W =cos h -+ », sin W/ =sinh 4+ 2'r, ¥ = }I o

~

1
et 3 =—97r, nous avons pour r({{h {1 et nr{1:

12}
<
14

[n=sinz +&rsinz + 8"z cos z,

3/’

(n =cosz 4+ Fzcosr — ' rsinz.

On doit noter que ¥ et 3” sont, en dehors des effets de 9, ¥
et 97, de l'ordre de 8h et par conséquent beaucoup plus petils
que dans la méthode préeédente. Pour 2 grand, toutefois, Uerreur
de paramotre est beaucoup plus grave, parce que Pamplilude croit
el décroit suivant une loi exponentielle.

. . 2L . L
Le niveau de bruit est de ———r, et il est donc beaucoup plus
)

bas que dans la méthode précédente. .

Dans tous les cas mentionnés, le bruit et les erreurs de para-
métre sont proportionnels & ». Ceci peut sembler, a premiere vue,
une propriété plutot évidente, mais nous allons montrer que les
erreurs de condensation ne suivent pas cette régle,

Nous prendrons d’abord un exemple trés facile et familier,
& savoir la solution d’une équation quadratique az? 4 bx + ¢ = 0,
au moyen de la formule 2ar = — b = \/b% — 4ac. Naturellement,
les erreurs d’arrondiment sur a. b et ¢, donnent une erreur
sur 2. Une analyse simple montre que, pour kac {( b2, lerreur rela-
tive sur z est approximativement deux fois celle des coefficients.
Mais si nous effectuons réellement le calcul au moyen de cette
formule spécifique, un groupe de chiffres significalifs en fait
disparaitre un autre, et il en résultera visiblement une grande
erreur sur z. La solution de ce paradoxe est assez simple : le reste
des chiffres provient des chiffres non significatifs du calcul. C’est
seulement dans la formation de b2 — 4ac qu'aucun chiffre n’est
perdu et c’est de ce nombre « de préecision double» qu’on doit
extraire la racine carrée. Un tel changement temporaire dans la
précision est, toutefois, assez inquiélante. Naturellement, dans ce
cas particulier, il y a de meilleurs procédés pour trouver x.

La situation est ici autre que celle olt I'erreur de paraméire
élait acceptable. La, des 'origine, la solution du probléme n'était
pas mieux déterminée par la précision connue des données. Ici,
par contre, la solution est trés bien définie mais I'information



est brusquement perdue en un certain poinl des calculs, parvee
qu'un nombre est réduit & un degré tel qu’il ne contient plus
I'information nécessaire,

Nous donnerons mainlenant un exemple plus inléressant,
i savoir un procédé utilisé dans les machines a calculer a grande
vilesse pour trouver les fonclions {rigonométriques inverses. Soit
par exemple x défini par cosr =ua. Le procédé d'itération
cos 2"y = — 1 4 2cos?*2»~1r, donnera alors une suite de nom-
bres: On peut, d’aprés les signes de ces nombres, conslruire une
fraction binaire qui donnera x, aprés multiplication par =. Gomme
le nombre d’itérations est faible, a savoir 30 ou 40, le niveau de
bruit est bas, el les erreurs de paraméires ne se présentent pas,
puisque les parametres donnés sont exacts. Cependant, il y a une
séricuse difficulté. En fait, il est évident que lorsque x est voisin
de 0 ou de =, il est mal défini par la valeur arrondie de a. Cela
n'a pas d’importance en soi, simplement, parce que le probleme
n'est pas mieux défini. Mais si x est voisin de ¥ x, il est trés bien
défini par a. Cependant, le tout premier échelon du procédé four-
nit le cosinus de 2x qui est voisin de =, et la est la complication:
D’aulre part, si  est voisin de iz ou ix, la situation est dange-
reuse apres deux étapes du pl’OC("d(‘ et ainsi de suile. Si nous
étudions le phonomene de plus prés nous arrivons alors au résultat
suivant.

Soit R”_—’l L= ! o, = lalors de — de |
R=—relr=—r—u épend alors de ¢
oi 7’ 57 "R pe ors de — de la
facon suivante :
——Pi Y V2Ek, pour \/91. 1< -—R <\REF1

(= =2, = 1.0, 1, 2,..).

Il y a, par conséquent, une petite région, la « zone de danger »
autour de r = % =, ou 'erreur excéde considérablement le niveau
de bruil. Autour de r=1% et x =%x une zone de danger sem-
blable existe, mais deux fois plus petite et ou les erreurs sont
aussi deux fois plus petites, et ainsi de suite. Pour se faire une
idée de la largeur de la zone de danger, nous la limiterons de
telle sorte qu'a l'extérieur de ses limites, l'erreur soit inférieure

. 1
a kr. La largeur autour de z =1, sera alors de —— S . Si k est

pris égal a 10, la largeur tolale de toutes les zones de danger est
de lordre de 1 % de Imtervalle total de z. La plus grande erreur
est visiblement R, et par conséquent la moitié du nombre de déci-
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males peut étre perdu au cours du calcul. Si ¢est are g r qui esl
caleulé au lieu de are cos x et si le poinl arithmélique est floltant,
la difficulté ne se présenle pas.

Nous ne nous arrélerons pas au cas du caleul instable ot le
niveau de bruit tend & monter si vile que les effels dus aux erreurs
d’arrondiment submergent complétement la solution recherchée.
Au confraire, je montrerai sur un dernier exemple que dans un
cas ot on s'attendrait & ce que cela se produise, une remarquable
coincidence sauve le caleul. Posons le probleme de la résolulion
numérique de I'équation différenticlle y” =1, avec les conditions
initiales y(0) = — ¥/ {0) = 1. La solution recherchée est par consé-
quent y = e—+. Nous adoplerons, pour la résolution, la mdéthode
dite des séries de Taylor. Comme, néanmoins /(%) = [ el fGE4D =",
il sera seulement nécessaire de caleuler i et 3. I’échelon de caleul
peut élre variable. Nous trouvons alors que le caleul tombe brus-
quement a la solution des relations de récurrence :

[(x 4 h)=chh[(x) 4 shh[(x),
[(r4h)y=shh[(x)4+chh[ ().

Les deux solutions fondamentales de P'équation différenticlle,
& savoir e et e~ sont solution de ces relations. Apres que les
calculs ont ¢té poursuivis quelque temps, la solution est enlachée
d'erreurs d’arrondiment. Mathématiquement parlant, la solulion
est alors une combinaison linéaire des deux solutions fondamen-
tales, et comme la solution parasite, & savoir e¢7, augmente (res
vite par rapport & ¢—* on doit craindre que I'erreur ne grandisse
trés vite. Si, toutefois, / et [” sont donnés avec le méme nombre
de chiffres, cela n’arrivera pas. Car si /{x) est exaclement égal &
— ['(x), cette égalité parfaite est vraie aussi pour x 4 h, parce
que les opérations numériques se font pour deux fonctions alors
identiques. Comme les conditions initiales satisfont & cette égalite,

ceci sera toujours vrai. Soit, a une certaine étape, y(r) = — y'(z) =
= (1 4 3) e=* + ee*. Avant d’arrondir : y(x + h) = — Yy (r 4+ ) =

= (14 38) e~@tM) L gg—h ele+M) . Par conséquent, chaque erreur
est supprimée immeédiatement, et la solulion n’aura aucune chance
de se développer elle-méme dans le bruit. Mais Pargumentation
ne vaut pas si y et — ¥’ ne sont pas exactement égaux. Si, par
conséquent, nous essayons d’améliorer la solution en donnant
plus de décimales a y, mais moins de décimales supplémentaires
a Y cette métastabilité remarquable s’évanouit et la précision de
la solution disparait immédiatement !



